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SUL TEOREMA DI FAGNANO PER OGNUNA 
DELLE CURVE CONICHE. 



1. ^iano 

X- a sen (p , ^ = è cos <p (i) 

l'equazioni che determinano la posizione di qualunque punto della ellisse di 
semiassi a^ b. Avremo differenziando 

àx = a d(p cos <p , d^ = - è dtp sen 9 , 

e quindi per l'arco elementare 

As ^ a A(f^ì - c*sen*(p (2) 

nella quale 

a — b 



c^= 



2 
a 



Ciò posto, si rappresenti per h la lunghezza della perpendicolare calata dal 
eentro dell'ellisse sulla normale, o la così detta protangente , avremo gene- 
ralmente 

* xàx -^jàjr 

e pel caso della ellisse essa diventa 

, oc^sen 9 cos 9 

Vi - c*sen*(p 
la quale differenziata ci da 

j, a- rcos\--sen*9 +c*sen^(PT ' 

dh = ac d<p|^ 1 1 ^^ 1 J (3) 

(i - c*sen*<p)* 
Presa la differenza tra la (2), (3) avremo 

dj - dA = ad(p (i - e sen 9)1 - acM9| i 1 j ^ | 

(1 -c*sen*9)' 
che ridotta ci da 

1 



perdi è 



avremo 



is 


-dh 


m adtf 


i-c' 


t 






(I- 


c*scn 


•?)' 
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e, =— r 
a 






ds- 


dh^ 


b' 

— X 

a 


df 


I 



(*) 



Ora è facile provare che il secondo membro delia (4) rappresenta un arco 
della medesima ellisse. A tal fine si dica 9 l'angolo che la normale al punto 
di coordinate Xy y forma coU'asse delle ascisse, e quando per o) si rappresenti 
quello che la tangente al medesimo punto forma dalla parte delle ascisse 
negative, avremo 

6* X 



ma 



dunque per le (i) 



tang « = ^ 



tang 6) ^ cot 9 



h 
cot © «= — tang ^ (5) 



a 



da cui 



che differenziata ci da 



a 
tang 9 «a -r- cot 6 



df a òB 



cos*(p h 'sen^fi 

e 

fld0 cos*9 

^ ò sen 9 

Per la (5) abbiamo 

sen cp cos cp i 

« cos h sen ^a^cos'O ■♦■ ^"sen'S 

dalla quale 

j 1 - sen^0 cos'q) fe^ 

^ 1 - c*sen e sen fl*(i - e sen 6) 

onde 



b de 

do = 1 5T • 

^ ai- c*sen B 

Sostituiti questi valori nella (4) dopo semplici riduzioni abbiamo 

d^ ^ dA « - £ide(i - c.^sen^e)i (e) 

il cui secondo membro e un arco della medesima ellisse corrispondente alla 
ampiezza 0, e che diminuisce al crescere di questa, e viceversa : onde se lam- 
piezza ha principio dalla estremità A dell'asse minore l'arco principia dalla 
estremità B dell'asse maggiore. 

Dopo ciò dal centro della ellisse 
si guidi la retta Om! la quale for- 
mi coU'asse delle ordinate un an- 
golo Q uguale a quello che coU'asse 
delle ascisse forma la normale MN, 
e dal punto m* calata la ordinata 
mp questa determina sulla ellisse 
il punto m il quale corrisponderà 
all' ampiezza Q valutata a partire 
dall'asse minore» onde posto B/n'^d^' 
avremo per analogia colla (2) 




T X 



df ' « - ade(i - c*sen*fl)* 
dj - dA « df ' 



dunque la (4) diventa 

da cui integrando 

j ^ j' = A + C 

ove la costante C della integrazione è nulla perche a 9 » conìsponde ^ » 0, 
A=o, e per la (4) = — onde f'-o, e così avremo semplicemente 

donde la differenza tra due archi ellittici è rettificabile^ ed eguaglia la pro- 
tangente. 

2. Nella ellisse i geometri dicono punti associati quei due punti estremi 
Mj m di due archi la cui differenza è- rettificabile. 

3. Considerando le protangenti ai due punti associati avremo pel punto M 



, ac'sen 9 cos 9 
h = — — =" 



(') 



V^i - c*sen*(j> 
e pel punto m corrispondente alla ampiezza 0, qualora si rappresenti per A,, 



sarà 

, ac^scn cos 6 

^i = y =;=' (8) 

VI -c^sen e 

Mai i due punti essendo associati per essi ha luogo la (5)9 e perciò avremo 
con tutta facilita 

b sen 9 cos o 

sen cos 6 = ——. — 

a(i-c^sen^(f) 

ed 

La 

ì - c*sen*9 = 



a*{ì - c^sen^(p) 
i quali valori sostituiti nella (s) trovasi 



h,^ 



ac sen (p cos 9 



Vi - c*sen^(p 
dunque 

cio^ i punti associati hanno le protangenti eguali, ovvero come suol dirsi , 
le normali corrispondenti ai punti associati distano egualmente dal centro 
della ellisse. 

4. Il luogo geometrico dell'incontro delle successive tangenti la ellisse nei 
punti associati è una iperbole confocale alle ellisse data. 

Le tangenti l'ellisse nei punti di ampiezza f , Q sono 

ajr cos (f -i- bx sen (f = ab ^ ajr cos 6 •*• bjc sen Q = ab (9) 

nella quale Xjj" sono le coordinate del punto d'incontro delle tangenti. 
Perchè i punti di tangenza siano associati deve aver luogo 

b , , 

cot = — tang (f (io) 

Dalla prima delle (9) si rìcavi il valore del coseno, pel quale avremo 

a^bjr + bx\/ay^ -f b^x ^ - ab" ^ 
cos (P = 3—3 — rs — I — : 

<i!r + b^x* 

quindi dedotto il valore del seno avremo 



dalle quali 



ab'x ± aysla^r^ f b^x^ - a*6* 

sen <p = 5 — rr"2 : 

^ ay^ + b^xr 



a{b*x ±jyJaY + b'x* - a'fc') 
tang 9 - ^^^,^ _ ^^^_j_y__j__^ . 

Operando nello stesso modo, coU'avvertenza di prendere i segni contrarii pei 
seni e coseni dell' ampiezza 0, troveremo 

blaj- ± x^aW' +b'x'-a'b') 
cot 6 = -^-ii^ \ -^ ■ 

Sostituiti questi valori nella (io) si ottiene 

b(a^y ± x\/^f^b'a^ - a'b^) b'x ± jy/^p* +^'^* - °'^' 
a(è"ar +J\/ay' + b*x* - a*^) ° ay + arV^ay + 6»x'-rt*6' 

dalla quale deducesi 

6[a*^» - a:*(ay + Vx* - a%') ] = a [b'^x' - /(«>' + b'x^ - a'b') ] 

che può mettersi sotto la seguente forma 

b{ay + b*x*)(a' - x') = a{ay' + ftV)(è' -^*) 
e quindi 

Se dicasi e^ la distanza focale in questa iperbole ne risulta 

la quale h quella stessa della ellisse. Se la iperbole data dalla (it) facciasi 
coesistere colla ellisse 

a^ b^ ^ ' 

trovasi finalmente 

ada hdh 

Questo punto è rimarchevole perchè è quello dal quale hanno principio, gli 
archi ellittici la cui differenza è ancora rettificabile. 

5. Si considerino ora i raggi di curvatura dei due punti associati. 

Essendo generalmente 

^ òs^ 

àx dy - Ay à^x 
e per la ellisse avendo 

Ax = aA<f cos (f , A^x = - adf'sen <p ; d^ = - èdtp sen y , A?j = - bA^^ cos ^ 



sostituendo risulta 

e? - 

. p =-T- (i - c'scn*^) * (13) 



e questo pel punto M: ora pel punto m corrispondente all'ampiezza d, arremo 



«» 



p, = -T- (* - e* sen'fl)* j 

ma per le formole di relazione tra le due ampiezze, essendo 

1 - c sen =* -— — 5— 

a*(i - c*sen <p) 

ne siegue essere 

P, = i (i4) 

a(i - c*sen%)^ . 

La eliminazione di f tra la (u) e (i4) conduce a 

pp, = ah (15) 

dunque i raggi di curvatura corrispondenti ai due punti associati sono in ra- 
gione inversa, ed il loro prodotto eguaglia quello dei semiassi. 

Dalla (15) ne siegue che se uno dei due raggi di curvatura dei due punti 
associati venga preso per ascissa e Taltro per ordinata, il luogo geometrico 

che ne risulta è una iperbole equilatera, il cui semiasse principale è y^óò. 

6.^ Se prendiamo a considerare le normali dei punti associati, essendo ge- 
neralmente 



troveremo per M 



e pel punto m 



che si muta in 



dalle quali 



n 



d«r 



n = hyji - c^sen*^ 



», «&^i-c^sen'« 



n 



a^i - c*sen*9 






'•**^ o .^- 



dunque : le lunghezze delle normali corrispondenti ai due punti associali sono 

in ragione inversa. 

Questo risultato ammette una co- 
struzione geometrica facile. Sia difatti 
AB'^a, su questo come diametro venga 
descritta la semicirconferenza nella 
quale verrà condotta la corda BC-6. 
Si cali quindi la ordinata CD ne ri- 
sulterà 

AC" 6^ 
AB ^ a ' 



i 



/ 




BD - 



prolungata la GB in E onde sia BE - BD / sopra di CE come diametro de- 
scritta la semicirconferenza in essa dal punto B s'inalzerà la normale BF , e 
questa risulterà essere 

—a h^ 

BF -BCxBE« — 



a 



onde 



nn^ = BF 



Anche qui noteremo che se una delle due normali la prenderemo per ascissa, 
e Taltra per ordinata si Iia una iperbole equilatera riferita agli assintoti la 
quale avrà per semiasse BF^2. 

7. Noteremo ancora che nella ellisse la distanza del piede dell' ordinata 
dalla normale è proporzionale alla protangente. Abbiamo di fatto 

PR » PM cos d 
ovvero 



e quindi 



, ^ fr'sen 9 cos o 

A «^ cos fi «= V -^ ■■ — 

«V 1 - c^sen*9 



ac 



ovvero 



k 
h 



a e 



(16) 



Essendo A + A: la distanza del centro della ellisse dalla perpendicolare alla tan- 
gente guidata pel piede dellordinata, ne siegue dalla relazione (le) 



a_a 



h + k &^ + à^c 



a^c* 



e se poniamo h-^k^l sarà 



— 8 — 

l_ i 
h ~" 



a • 




8. Passiamo ora alla iperbole, e per 
questa poniamo che per un suo punto 
M siano OP «= x^ PM =^ le sue coor- 
dinate, ed AM«= ^ l'arco corrisponden- 
te. Le coordinate circolari di questa 
linea sono 

a _ 

, ^ = 6lang(p (i) 



X 



COS f 

le quali ci danno 

aà 9 sen f 



àx =^ 



cos*9 



. dr 



6d(P 

« 

cos^y 



e per la nota relazione tra Tarco e le sue coordinate deduciamo 

às = — ^V^a*sènV^ • 

COS* (p ^ 

Si consideri ora un altro punto M, pel quale siano 



(8) 



a 



X, 



COS 9 



, jr^'b tang 9 



le coordinate, ed AM, = j, l'arco, ed avremo 

dj, = — s-Va^sen^fl + b^ 



cos^e 



(3) 



Sommando le (2), (3) otteniamo 

df 



As + dj, = — ^/a*sen*9 + fc* + 
cos*9 ' 



dd 



cos^ 



Va'sen*e + b^ 



(4) 



nella quale porremo 

tang = m cot <p (s) 

ove m ^ una quantità da determinarsi : diflferenziando abbiamo 

d9 m df 



ed ancora 



cos*0 



sen COS G 



sen f 



m COS 9 sen 9 \Jm\o^(f + sen'^cp 



e quindi 



sene = ^ 



m^cos\ + sen*(p 



FoiTnandoci il composto 



rt sen 6 -H 6 = 



w*cos*q) + sen*(p 



ed esprimendo tutto in seno troveremo 

a»sen'0 + fc* = ^ ^ ^ ^; 3 r-l ' ^ 

/w' — (^ - ijsen'y 

nella quale posta la condizione 

abbiamo 

w = — 
e 

e quindi 

a*sen*e + 6* = 



a*sen*9 + 6* 
Fatte le debite sostituzioni nella (4) troviamo 

ds + ds, t= — L ^a*sen\ + t* ^ . , , ==. (e) 

cos*(p ^ sen*(p ^ahen^if^b^ 

che può mettersi sotto la forma seguente 

, , dtp [a'sen^(p - b* (cos*<p - sen^^) ] 

sen*(p cos^9 v^*sen^<p + b^ 
Se al numeratore del secondo membro si aggiunge, e si toglie la quantità 

a^sen^(f cos^(f 
esso si muterà in 

a*sen*9 cos^9 - (a^sen*^ + 6^)(cos*(p - sen^<p) 
onde sostituito nella (e) essa prenderà la forma 

a*d<p sen*^ cos*^ 

7 

sen*(p cos*(p 
da cui chiaramente apparisce essere 



, - d(p (cos 9 - sen (f)ya seny -♦- a 

, - v«^sen^9 H- 6* 
ds -H dj, = 



— 10 — 

, , , ^a^sen^o h- b^ 
ds + QS, =ad. 

sen cp cos <p 

la quale integrala ci da 

V^a^sen^^p + 1* 

^+f, = i + L. (7) 

sen f cos <p 

Se per determinare la costante si ponesse qui 9 = 0, risulterebbe 9 = — per 

la (5)9 e perciò x^ » « ed ^i - « ^ onde h che prenderemo a considerare quel 
punto particolare della iperbole il quale corrisponde a 6 «= f ^ per cui la re* 
lazione (5) pel valore di 77» determinato diventa 

lang <p - — 

da cui 

sen*(p cos*9 ì 



e quindi 

b , e 

sen 9 = 7 , cos © =- . 

* a + e ' 6 + e 

Dopo CÌÒ9 rappresentando per s^ Tarco corrispondente a questa ipotesi, la (7) 
si muta in 

2*a = 6 + e + C, (8) 

onde presa la differenza tra le (7) ed (s) risulta 

j + ^, - 2jji *= (o + e> 

sen f cos f 

il cui primo membro ci da 

e perciò 

M,M. - Mjyf - V5!!!5I? . (fr H. e) . (9) 

seu f cos (p 

11 secondo membro di questa espressione si compone di due parti, l*una è 
evidentemente una retta come b -h e ^ resta ora die Cacciamo osservare che 
pure la espressione trigonometrica è una retta. 

Si prenda difatti la lunghezza della normale corrispondente all'ascissa or, 
od ampiezza (p, ed avremo 



— «1 — 

rds b \/a^sen\ -♦- 6* 

fi «r ^ ss ^ . 

d X a cos (f 

se ora venga congiunto il centro della iperbole col punto M , e si ponga 

OMP^a si ha 

jc a 

taog a = — = ^ . 

J o sen ^ 

Si prolunghi dopo ciò la ordinata PM in Q per modo che sia MQ « ti , e 
e guidata quindi per Q una parallela all'asse, come QR protratta fino all'in- 
contro col raggio vettore sarà 

/xn va^sen^o + h^ 

QR =n tang « = ^^ . 

sen (p cos <p 

Dunque il secondo membro della (9) rappresentando una retta, ne siegue che 
la differenza tra due archi iperbolici ^ rettificabile. 

9. Nella iperbole ancora può dimostrarsi che : Se ai punti associati della 
iperbole si conducono le tangenti queste col loro incontro danno per luogo 
geometrico una ellisse confocale. Rappresentando per f e le ampiezze, l'equa- 
zioni corrispondenti per le tangenti abbiamo 

hx - ay sen (p » a& cos f ^ hx - ajr sen 6 = ab cos (io) 
colle quali deve coesistere 

^ b 
tang 9 « — cos 9 (11) 

affinchè ì punti corrispondenti della iperbole siano associati. 
Dalia prima delle (io) si deducono pel seno e pel coseno 

sen (p = ^ nK^^^-h^ ■ » cos (p = -i LL-/ — 5-3- i. 

Per l'altra ampiezza prenderemo 

sen = i ^ —^ : , cos e = -5 ^-W ^r; - 

e fatte le sostituzioni nelle (li) giungeremo alla 

dalla quale tolto il fattore comune h^^y si ha 

be{x^ - a*) - fc V - «y 



— 12 — 

e quindi 

b(e - &)x* + a^y^ = a'^be 

che è un ellisse i cui semiassi sono 



(i2) 



V^- 



}/bi 



e per la distanza focale, detta Ci y risulta 



a 



-eb = 



e^ - be' 
e-b 



= e 



11 punto in cui questa ellisse (12) incontra la iperbole è dato dalla coesistenza 
delle due ' 

b^x' - a'j' = a'b* , b(e - b)x' + rt*j» = a'be 

dalle quali si trae facilmente 



JC 



\/¥ 



che determina sulla iperbole quel punto dal quale partono gli archi la cui 
differenza è rettificabile. 

IO. Riguardo alla parabola ci proporremo quanto siegue : 

Sia una iperbole equilatera e sul 
suo assintoto si prendano tre consecu- 
tive ascisse vincolate tra loro dalla con- 
dizione , che la compresa sia media 
proporzionale geometrìca tra le altre 
due, ovvero si prendano quattro ascis- 
se, le quali compongano una propor- 
zione geometrica : si costruisca quindi 
una parabola che abbia per parametro 
r asse traverso della iperbole , ed iJ 
vertice al centro di questa , e sieno 
ambedue queste curve riferite ai medesimi assi coordinati. Se dai tre o quat- 
tro punti della iperbole fissati per le coordinate assintotiche si calano le pa- 
rallele all'asse delle ascisse, queste sulla parabola intercettano archi la cui 
differenza è rettificabile. 

Sia la iperbole equilatera ANN3 riferita agli assi OX, OY ed abbia per se- 
miasse principale OA = a, e per assintoto OC3, il quale forma un angolo se- 
miretto con OX. Si prendano suU'assintoto le ascisse che primieramente sod- 




— 13 — 

disfacciano alla condizione 

OC'cxOC, XOC, (4) 

Guidate le ordinate assintotiche C,N^ , CN , C^N, sulla iperbole si hanno tre 
punti N, , N, Na : da queste guidate le N,Q, , NQ, N^Q^ parallele ad OX, 
ed immaginata costruita la parabola conica OMV, il cui parametro sia s^r, ver- 
ranno in essa troncati due archi ]VI,M , MM^ la cui differenza è rettificabile. 
Si pongano le seguenti denominazioni : 

0Q^ =7, , OQ -7- , OQ, =7, 

le quali sono simultaneamente ordinate di punti corrispondenti nella iperbole 
e parabola, mentre le 

Q.N., QN, Q,N, 

sono le ascisse delia iperbole, che per essere equilatera ci dà generalmente 

QN - V'a^Tp , 

e qui è bene notare che congiunto Q con A è pure 

Per la particolare inclinazione dell'assintoto OC3 è QB =7, onde 

BN = QN - QB = v/a"^^ -jr 
e quindi 

Per la natura del triangolo OQB essendo 

■ OB =^v/2 
risulta 

Con analogo ragionamento troviamo 

e perciò la condizione (i) espressa in funzione di coordinate diventa 

Si consideri ora il punto M della parabola che abbia per ordinata j e per 



— «4 — 

ascissa OP = x , onde la sua equazione sia 

dalla quale 

dx=— dj e d^= — d^V'^^+j* 

la quale integrata cosi che ad ^ <= corrisponda 5 s= o risulta 



^x 



- i-c^^?^ * <■• '"K'^^^^f^)] 



w 



e questa rappresenta la lunghezza dell'arco OM : se in tale espressione ge- 
nerale poniamo successivamente ^^ ^ y^ in luogo delle ^ troviamogli archi 
OM, , OMa pei quali avremo 

Ora se poniamo 
troveremo 

dalle quali 

^. -. - -^[r.^;?^ - r.v'?^: - .^^?^ --log i*^°"^ry:H*^' -^-^ / 

e questa per la condizione rappresentata dalla (2) si muta in 

Se ora al punto M della parabola s'intende guidata la tangente h facile av- 
vertire che 

COSf 



•^^i "* ^jr 



— t5 — 
essendo 9 Tangob che la tangente forma colPasse delle ascisse, e perciò 

m«m ^d^ 1 V 4 ■ ■ 

da: ta 

dunque 

^, - f , - M,T, ^ M,T, - iMT (5) 

che fe una differenza tra semplici rette. 
1 1 . Supponiamo in secondo luogo che sia 

OC, : OC=OC^:OCa 

dalla quale 

OC,xOC3 = OCxOC, 0/ 

e quando pongasi OQ3 =^3 ne dedurremo 

OC3 ^Va^H-r; +73 
onde la (1)' si muta in 

Se poniamo 

OM3 = f y 

avremo 



,l.[r,^p^,.^^.EIZlI,)l 



Per le differenze tra ^i archi si pongano 
le quali in funzione delle coordinate sono 



2 



y^ -y^--a 



-i^[rv^-^.^^;*-'og(^^0] 



, = H.Wà^l - ^.^a-v7« * ano,(^4^j] 






che sottratte ci danno 



(*)' 



purché sì tenga conto della condizione (2)\ Dunque la differenza dei due ar- 
chi M3 Ma , MMj è rettificabile mentre equivale alta differenza tra le rispet- 
tive quattro tangenti corrispondenti alle quattro estremità degli archi. 



^ 16 — 

12. Per la soluzione degli esposti problemi merilano di essere conosciuti 
altri metodi che si riscontrano studiando le insigni opere dei nostri geome- 
tri italiani che sono preceduti. — Richiamerò qui quello presentato dai Sigg. 
Riccati e Saladini nelle loro Istituzioni analitiche tomo secondo, procurando 
di rimarcare quale h il punto in cui questo metodo conviene cogli esposti 
tanto per la ellisse quanto per la iperbole. 

13. Principierò col premettere un lemma che può essere utile per ricono- 
scere quali sono quelle funzioni diSerenziali la cui integrazione si può far 
dipendere dagli archi di sezioni coniche. 

Si supponga essere z una funzione della variabile principale JCj abbiamo 
evidentemente 

d.zjc = xàz -r zdx. 

Se qui poniamo che la z dipenda algebricamente dalla jc per la relazione 



V P + QX* 



0) 



p + qx 

ove m, n e py q possono avere qualunque segilo, purché la z si conservi reale, 
avremo ancora 



3 



m — 



X = 



pz 



t 



- n + qz* 
e perciò 

V-n + ^z y p + qx 

dalla quale integrando 

apprendiamo che qualora sappiasi integrare una delle due funzioni differen- 
ziali resta pure determinato l'integrale dell'altra. 
Qui merita essère notato il caso di 

^ < , m < 0, 
perchè essendo allora 



J y -n ^ qz^ J y - p -^ qx 



zx -^ C 



le due funzioni differenziali sono della medesima forma, e se fosse 

n^p , q^ì 



— «7 — 
si avrebbe 

le quali sono come le altre della medesima forma, e diflferiscono soltanto pel 
valore della variabile dalla quale dipendono. 

14. Di quest'ultima formola ne faremo una applicazione allaaperbole per 
dimostrare il noto teorema che è rettificabile la diflferenza tra due archi. 

Per questa linea abbiamo 

x^ j^ àjr h^x 

a^ 6* àx aj 

onde 



V-* " ^ 



às «=» dx' 
ove esprimendo tutto in funzione della ascissa troveremo 



d^ =dj: 



▼ - a* + JET 



la quale può mettersi sotto la seguente forma 



/ ^ ~ 

dj = dx 1 \/ 5 5 



Dal confronto di questa espressione cogli elementi costanti che compongono 
il primo membro della (4) rileviamo essere 



^6 



onde essa ci da 



y^y — s^TF— *J ^ V — ani? — ^*c- 

Essendo s Tarco corrispondente alFascissa x abbiamo 



(5) 



— 48 — 
e dicendo s^ l'arco della medesima iperbole corrispondente alFascissa z^ avre- 



mo ancora 



. . a -^b* or , 

dz V 2 2 ~ / , = "^I^ 




e così la (5) diverrà 



a" 



, (s + s^ - zx + C. 

Ove C è la costante della integrazione , e per la sua determinazione si po- 
trebbe porre x^a cui oorrisponderebbe ^=o, ma allora, avvertendo essere 
pel caso attuale 

"7 







2 a 
-H a X^ 



risulterebbe z » q^ , e qiiindi ^j. « x ^ ed è perciò che prenderemo a conside- 
rare la ipotesi di z s jc cui deve corrispondere s ^ s^ ^ e perchè quest'arco 
deve essere noto, mentre per la condizione posta l'ascissa è determinata, così 
lo designeremo per s^ . Intanto per arere il valore dell'ascissa si ponga l'e- 
quazione 

— -^ — -1 + arx^ 
a-^x^ 



X — 




a^^x^ 



da cui 



x^ - c?a? = a^a? — 



oT^ 



e quindi 



X' 



I ^^~ b 

V «* + 6' Va* + 6' 



E giacché per valori positivi della x minori del semiasse a non esiste cur* 
va, così prenderemo soltanto 



Sf' 



x^aX/ 1 + 



e per questo valore la (5) diventa 
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che sottratta dalla (s) ci dà 



+ j, - IT, = — zx - {Va + 6* -»• 6) 



la quale può mettersi sotto la seguente forma 

a 
il cui secondo membro è una retta. 



- / a i* 

(J. -^.) - (^, - ^) «lfLl_;3X - (•^TTè^ + fc) (6) 



15. Noteremo ora che la relazione 






corrisponde a quella fra le due ampiezze f e 9 del § (9) perchè se poniamo 
qui 



a a 

x^ , z 



COS f ' cos 

troviamo dopo semplici riduzioni 



cos 



9 = -7==3B=:Va'+ 6* , sen 9 



^a*sen*9 •♦• fc* ^a'scn*(p + t 

dalle quali 



e 
cot 9= -T- tang 9. 



16. Per applicare alla ellijse un processo analogo è utile presentare sotto 
altra forma il lemma da cui siamo partiti. 
Ripreso 

m + nx^ 



z" ^ 



di qui 

qz^x^ » m -♦• nx^ --pz^ 
che differenziata ci da 

qzx A.zx e nx dx - pzAz 
e quindi 
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. da: dz 
qd.zx ^n p — 

nella quale sostituiti ì soliti valori per z ed x avremo 



qd.zx^^ndx \/ £- — - — r-p àz \/ ^L 

^ V ''^ + Tix^ '^ \ m- pz 



e fatto qui n < j q < avremo 

gd.zx = ndx Kl- — ^—^-^pdz \/ ^—^ 

^ V m—nx ^ V m-pz 

la quale può mettersi sotto la seguente forma 



\ m ^ \ m 



" X Z' 

n p 



e supposto /7 = /i ne risulta 



qd.zX'^ dx \/ — + dz \/ ^ 

\ m ^ \ m ^ 



— X' z 

n n 



ed integrando 



- X" ^ 2 

n n 



17. Stabilita questa formola generale per applicarla alla ellisse si trovi la 
espressione del suo arco elementare, il quale, come è noto, ^ dato dalla coe- 
sistenza delle 



^^|l«i, ds^dx\/i 



dx 
dalle quali dopo semplici trasformazioni si deduce 



ds^dx\/ — 5 j 

^ or - X 




(«) 



ove nel caso attuale per l'applicazione della (i) dobbiamo notare che 

a)/ a* - X* 



SI''-— 



(3) 



Dopo ciò nella (i) si faccia 



dalle quali 



n «= a 
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nq'^ -T 



a* ' n 



ÌU 9 



a 



3 > 



e COSI otteniamo 




e X 



+ ìAz 




a e 



a^ - z* a* 



zar + C 



la quale ci dk 



s + Sf ^ —5- zx -h C 



' a' 



(4) 



ove C è la costante della integrazione, e per determinarla porremo per mag- 
gior chiarezza 

e che all'ascissa OP = x corrisponda 
Tarco BM « Sy mentre all'altra ascissa 
OPj =« z corrisponde l'arco BM, ^ s^. 
Ora e chiaro che per x «= o è j=o, 
ma per l'altra ascissa abbiamo (3) z^=a 
^ *'«*'« ^ * h perciò il valore dell'arco corrispon- 

dente h s^ ^ BMA, cioè il quadrante ellittico^ onde la (4) si muta in 

BMA=C 

che sostituito risulta 

e» 

^ + j, - BMA = -r- 20: 

la quale può prendere due differenti forme 




s - (BMA - j,) = -5" zar , 



3 



e" 



a 



s. - (BMA - s)^ -T-zx 

or 



dalle quali 



BM - AM, = V 2^ 



(8) 



BM, - AM - ^ za: 



(«) 
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La determiaazione della costante può ancora effettuarsi nel modo seguente. 
Si consideri quella porzione di arco del quadrante ellittico pel quale le due 
ascisse Xf e z divengono eguali. L'aquazione di relazione (3) diventa allora 



dalla quale 






4 a^» j a^ 

X "^ Z a X T" • 

e e 



che facilmente ci dà, tenendo conto del solo valore accettabile che deve es- 
sere minore del semiasse maggiore. 



X 



yfoTb 

e supponendo che questo punto sia M, si faccia BM, «= s^ , ed avremo per la (4) 

%s^^a -b fC (7) 



onde 



^ -♦- j, - ly. = -T- zar -- (a - 6) 

or 



che può essere posta sotto b seguente forma 



(^, - f 3) - <f , - ^) = -5- zj: - (a - b) 



ovvero 

M.M - M,M. - ^^^^ - (a ^ 6) (6) 



e^zx 



a^ 



ove il secondo membro h una retta. 

1 8. Per ravvicinare questo metodo alFaltro basta provare che la relazione (3) 
posta tra le ascisse equivale alla (5) del paragrafo (1). Siano f e d le am- 
piezze corrispondenti alle sue ascisse x^ z avremo 

x^a sen f ^ z^a sen 9 

e per questi valori la {3) si muta in 

a cos <p 
sen B •= . Al 

V fl*cos*y 4- b sen <p 

da cui deducesi 

b sen (P 

cos 6 » / y- ' .4'"^ - 

V a*cos <p + 6 sen <p 
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onde 

b 
cot e = — tang <}) 

che è la medesima relazione (5). 

19. Priiha di porre termine alla presente nota aggiungeremo che il valore 

della X = . ^ ottenuto al §. 17 coincide con quello corrispondente alle 
va +ò 

empiezze eguali § (17)^ ed ancora proveremo che : 

Il rettangolo fatto coi raggi vettori corrispondenti a quel punto del peri- 
metro della ellisse dal quale hanno principio comune gli archi di differenza 
rettificabile è uguale al rettangolo dei semiassi. 

11 raggio di curvatura corrispondente al medesimo punto è medio propor- 
zionale geometrico tra i due raggi di curvatura dei punti associati. 

Abbiamo difatti- per primo^ notando con r, r^ i raggi vettori che partono 
dai fuochi 

rr, 

ma essendo 



-«*- 


«V 


a 


fl* 


f 


.r* 


a 




a* ° 


a ^ b 





ne risulta 

rr^ = fl* - a{a -b)=^ab (9) 

Pel raggio di curvatura abbiamo per qualunque punto della ellisse 






"^ b 

x^ 
e sostituito qui il valore di -7 otteniamo 

a 

p^^ab 

onde il raggio di curvatura nel punto particolare della ellisse dato da 

a^a bsjb 

" yla-^b ' ^ " ^a-hb 

è medio proporzionale geometrico tra i semiassi, e fra i corrispondenti raggi 
vettori. Notando però con p, , Pa i raggi di curvatura dei punti associati ab- 
biamo § (15) p,p2 « ab dunque p^ = p, p, . 



1 
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